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Monto que se acumula al invertir un capital
Planteamiento del Problema:


Obtenga el Monto que se acumula en dos años si un Capital de $65,000 se invierte al 40% integrado por semestres:

Solución

El capital es C=65,000, la tasa anual es i=0.4 la frecuencia de conversión  es de p=2, ya que son dos semestres al año, n=2 desde que el Capital se acumula dos años, el número de períodos en el plazo es np=4 (4 semestres), entonces el monto según el teorema 4.1 es:







 np

M=65,000(1+0.40/2), ya que M=C(1+i/p)




  4
M=65,000(1+0.40/2)

M=65,000(2.0736)

M=$134,784

Ejemplo sobre la  Tasa de Interés para Duplicar un Capital.
Planteamiento del Problema:

¿Con qué tasa de interés anual capitalizable por bimestres se duplica un capital en 3 años?
Solución

Si el Capital C se duplica en 3 años, entonces el monto es M=2C, el plazo es n=3, la frecuencia de conversión es p=6, que son el número de bimestres por año y el número de períodos bimestrales en el plazo es np = 3 (6)=18


       18



      np
2C=C(1+i/6) 


M=C(1+i/p)


   18
2=(1+i/6)
Como C está en ambos lados de la ecuación, se elimina:
  18       2   = 1+i/6    ya que 
  n     n
                                                       a         =   a

1.039259226=1+i/6
Se le resta 1 a ambos lados de la ecuación y después se multiplica por 6

(0.039259226)6 = i   o bien   
 i=0.235555356

Lo anterior significa que para duplicar un capital en tres años deben invertirse aproximadamente al 23.56% anual capitalizable por bimestres.

Ejemplo sobre el  Plazo en inversión de un capital
Planteamiento del Problema:

¿Qué día deberá invertir usted la cantidad $10,000 para disponer de $11,538 el 11 de mayo? Suponga que la inversión genera intereses del 39% compuesto por semanas

Solución

La incógnita es x=np, el plazo se proporciona en semanas, la frecuencia de conversión es p=52, ya que son precisamente 52 semanas que componen a un año, el Capital C=10,000 y el monto del capital es M=11,538 y se sustituyen valores en la ecuación:




np


                       M=C(1+i/p)




x
11,538=10,000(1+039/52)


       x
11,538/10,000=(1.0075)



    x


x
1.1538=(1.0075)  o bien (1.0075) =
1.1538

Desarrolle los siguientes ejercicios, las respuestas ya están dadas:

1) ¿Qué capital debe invertirse en una cuenta que paga el 33.6% anual capitalizable por meses para disponer de 13,000 en 7 meses?

 Respuesta= 10,714.98
2) ¿Cuánto se acumula en una cuenta de inversión que reditúa el 18.6% anual capitalizable por bimestres en un plazo de 2 años, si se invierten $35,000?

Respuesta=50,486.12

3) ¿En cuánto tiempo se liquidará un crédito de $175,000 con intereses del 24.96% compuesto por quincenas y un pago final de $230,000?
Respuesta =26 quincenas
Como había sido comentado, el tipo de interés que utilizaremos será el compuesto continuo, excepto se indique lo contrario. La razón de ésto es que se utiliza frecuentemente en la valoración de opciones y otros activos derivados complejos.

Suponga que R (Rate), es un tipo de interés continuo y que Rm es el tipo nominal equivalente compuesto m veces por año, de donde se deducen las siguientes ecuaciones que pueden ser utilizadas para convertir el interés nominal, cuando la frecuencia de composición es de m veces al año, a un interés compuesto continuo y viceversa. La función 1n es la función de un logaritmo natural y se localiza en las calculadoras. Se define como:







     y

y= 1n x, entonces x = e








          m

    Rm


Ecuación 1





Rc = m ln  1 +  ----

     m



       Re/m


Ecuación 2




Rm = m    e
       -   1

Considere un tipo de interés del 10% anual con intereses semestrales, utilizando la ecuación 2 con m=2 (2=semestres en un año) y Rm=0.1 (que es el tanto por uno del 10%), ¿Cuál es el tipo compuesto continuo equivalente?







     0.1





2 l n  1 +  ----   = 0.09758 ó 9.758% anual






       2

Suponga usted que un Banco pretende conseguir un 8% anual compuesto continuo por un préstamo que le otorgará, considerando que el interés deberá ser pagado trimestralmente. Utilice la Ecuación 2 con m=4 (4 trimestres) y Re=0.08 (8%). ¿Cuál es el interés compuesto trimestral?





     0.08/4





4(e 
  - 1) = 0.0808 ó 8.08% anual

Si en este caso le prestaran a usted 1,000 dólares ¿Cuánto debería pagar al Banco trimestralmente?

	1000
	8.08%
	80.800000

	1,080.8
	 
	 



80.80 de intereses anuales / 4 trimestres = 20.20 dólares cada trimestre


Precios a plazo para Activos de Inversión

Si consideramos una posición larga en un contrato a plazo para comprar una acción que no pagará dividendos e los 3 meses que durará el contrato. El precio de la acción es de 40 dólares y el tipo de intereses libre de riesgo a 3 meses es del 5% anual. Si establecemos 2 estrategias extremas de arbitraje.

1. Pedir prestados 40 dólares para comprar una acción al contado.

2. Firmar un contrato para vender una acción en 3 meses.

El precio a plazo es de 43 dólares. Un arbitrajista podría pedir prestado 40 dólares al tipo de interés libre de riesgo del 5% anual, comprar una acción y tomar una posición corta e un contrato a plazo para vender una acción en 3 meses. Al final de esos 3 meses, el arbitrajista entregará la acción y recibirá 43 dólares. ¿Cuál sería la cantidad de dinero necesaria para saldar el préstamo:

     0.05 x 3/12 

40e
       = 40.50


El arbitrajista, siguiendo la estrategia anterior, cierra con un beneficio de 43.00-40.50= 2.50 al final del período de 3 meses.

Ahora bien, si el precio de la acción no fuera de 43 dólares sino de 39 dólares. Un arbitrajista puede vender a corto una acción, invertir los ingresos de la venta a corte al 5% anual durante 3 meses y aceptar una posición larga en un contrato a plazo de 3 meses. ¿Cuáles sería los ingresos de la venta a corto?

     0.05 x 3/12 

40e
       = 40.50

Al final de los 3 meses, el arbitrajista pagará 39 dólares, aceptará la entrega de la acción bajo los términos del contrato a plazo y lo utilizará para cerrar la posición corta. Por lo tanto su utilidad será:




40.50 – 39.00= 1.50

Para generalizar este ejemplo, si un contrato a plazo sobre un activo con precio S0 que no da ninguna utilidad adicional (como dividendo, cupón, etc.) T sería el tiempo hasta la fecha de vencimiento, siendo r el interés libre de riesgo y F0  sería el precio a plazo. Por tanto la relación entre  S0 y F0 sería:




  r t



F0 = S0e

  
        r t

Si  F0 > S0e
 , los arbitrajistas pueden comprar el activo y tomar posiciones cortas a plazo sobre el mismo.




  
        r t

Si  F0 < S0e
 , los arbitrajistas pueden vender el activo a corto y comprar contratos a plazo sobre él.

En nuestro ejemplo S0 = 40,  r=0.05  y  T = 0.25 con lo que la ecuación daría:


    0.05 x 3/12 

F0 = 40e
       = 40.50

Lo que concuerda con los cálculos hechos

Ejemplo:

Un contrato a plazo de 4 meses para comprar un bono cupón cero que vence dentro de un año a partir de hoy. El precio actual del bono es de 930 dólares. (Como al bono le faltarán 8 meses para el vencimiento en la fecha de vencimiento del contrato a plazo, podemos considerar éste como un contrato a plazo para la compra de un bono cupón cero de 8 meses). Supondremos que el tipo de interés libre de riesgos de 4 meses (compuesto continuo) es el 6% anual. Como los bonos al descuento no proporcionan ningún interés o renta, puede utilizarse la ecuación vista:

T= 0.333,      r=0.06     y S=930. 
El precio a plazo, F0   se da por:



  

     (0.06 x 4/12)


F0 = 930e

= 948.79 que corresponde al precio de entrega de un contrato negociado el día de hoy.

Si no fueran posibles las ventas a corto ¿qué sucedería?

Desafortunadamente no son posibles las ventas en corto en ciertos activos de inversión.

Aunque esto sea así, no afecta la operación. Para efectos de cálculo diferencial, deberá derivarse la ecuación.



            r t



F0 = S0e
En otras palabras, no necesitamos la posibilidad de vender a corto el activo. Todo lo que se requiere estrella un número significativo de gente que mantenga el activo sólo para inversión (y por definición esto siempre es cierto para un activo de inversión).

Si el precio plazo es muy bajo, encontrarán atractivo vender el activo y tomar una posición larga en un contrato plazo.

En el caso de que un activo subyacente fuera oro y que no hubieran gastos adicionales, si

                                  rT


F0 = S0e      un inversor puede adoptar la siguiente estrategia:

1. Tomar prestados S0  dólares a un tipo de interés r para T años.

2. Comprar una onza oro.

3. Tomar una posición corta sobre una onza oro

En el momento T una onza de oro se vende por F0.
  rT
La cantidad
F0 = S0e   se requiere para devolver el préstamo en ese momento y el inversor obtiene un beneficio de:

  rT
F0  -  S0e
    rT
Suponga ahora que F0  < S0e   y en este caso un inversor propietario de una onza oro puede:
1. Vender el oro por S0
2. Invertir ese dinero a un tipo de interés r durante un plazo T.

3. Tomar una posición larga en un contrato plazo sobre una onza oro.

rT

En el momento T el dinero invertido habrá crecido hasta    S0e   . El oro se recompra por F0 y el inversor obtiene un beneficio de

      rT

S0       - F0  respecto a la posición que hubiese tenido de haber mantenido el oro.

Al igual que en el ejemplo de las acciones que no pagan dividendo considerado anteriormente, podemos esperar que se ajuste precio a plazo de forma tal que ninguna de las dos oportunidades de arbitraje existiese.

Ejemplo:

El precio a plazo de un bono para un contrato con fecha de entrega en un año es de 930 dólares. El precio contado actual es de 900 dólares. Se esperan pagos de cupones por 40 dólares en seis meses y en un año. Los tipos de interés libre de riesgo a seis meses y a un año son del 9% y 10% respectivamente.

Oportunidad

El precio plazo es demasiado alto y por lo tanto un arbitrajista puede:

1. Pedir prestados 900 dólares para comprar un bono.

2. Tomar una posición corta en un contrato A plazo sobre un bono.

Calcule usted el beneficio de la operación:

El préstamo de 900 dólares se compone de 38. 24 dólares pedidos prestados al 9% anual durante seis meses y 861. 76 dólares que se piden prestados al 10% anual durante un año.

El primer pago de cupón de 40 dólares es lo necesario para reembolsar exactamente el interés del principal sobre los 38. 24 dólares. Al final de año, se recibe el segundo cupón de 40 dólares, se recibe el 930 dólares por el bono bajo los términos del contrato a plazo y se requiere 952. 39 para pagar el principal y los intereses sobre los 861. 77 dólares. Por tanto el beneficio neto será:
40 + 930 - 952. 39 = 17. 61

Ingresos conocidos previamente

Se tratará el tema de un contrato a plazo sobre un valor que proporcionará pagos en efectivo que son predecibles para su poseedor. Por ejemplo, acciones que pagan dividendos conocidos y bonos que pagan cupones.

· El precio a plazo de un bono para u contrato con fecha de entrega en un año es 905 dólares.

· El precio al contado actual de de 900 dólares.

· Se esperan pagos de cupón de 40 dólares tanto a los 6 meses como al año.

· Los tipos de interés libres de riesgo a 6 meses y a un año son del 9% y 10% respectivamente.

· El precio del futuro es muy bajo y un inversos propietario del bono puede

a) Vender el bono.

b) Firmar un contrato a plazo para volver a comprar el bono dentro de un año. 

· De los 900 dólares que obtendría al vender el bono, 32.24 dólares son invertidos durante 6 meses al 9% anual y 861.76 son invertidos a un año al 10% anual.

· Esta estrategia proporciona un ingreso de 40 dólares a los 6 meses y de 952.39 a un año. Los 40 dólares reemplazan al cupón que se habría recibido por el bono al cabo de un año.
· Bajo los términos de un contrato a plazo, el bono se vuelve a comprar por 905 dólares.

· ¿Cuál sería la estrategia de vender un bono y después volver a comprarlo versus mantener el bono durante un año?

· La estrategia de vender un bono y volver a comprarlo es:

952.39 – 40 – 905-00 = 7.39

Lo cual es más rentable que simplemente mantener el bono durante un año.

Un contrato a plazo para la compra de un bono que paga cupones cuyo precio actual es de 900 dólares. Si el contrato de compra vence dentro de un año y el bono vence en 5 años, es decir, es un contrato  a plazo de compra de 4 años dentro de un año (por eso son 5 años). Los pagos de cupones son de 40 dólares dentro de 6 meses y después de 12 meses se hará el segundo pago de cupón inmediatamente anterior al vencimiento del contrato a plazo. Se asume de interés libre de riesgo a 6 meses y un año de tipo compuestos continuos son 9% y 10% anual respectivamente.
Primera suposición: Supongamos en primer lugar que el precio a plazo es relativamente alto de 930 dólares y un arbitrajista pide prestado 900 para comprar el bono y vender a corto un contrato a plazo. El primer pago del cupón supone un valor actual de 

         -0.09 x 0.5

40e             = 38.24 dólares. De los 900 dólares, 38.24 se piden prestados al 9% anual durante 6 meses, con lo cual se pueden devolver con el pago del primer cupón. Los restantes  861.60 dólares se piden prestados al 10% anual durante un año.








                     0.1 x 1

La cantidad que se debe al final del año sería de 861.76e        =  952.39 dólares. El segundo cupón proporciona 40 dólares y se reciben 930 dólares por el bono bajo los términos del contrato a plazo. El arbitrajista por tanto, conseguiría un beneficio neto de:

40 + 930 – 952.39 = 17.61
Segunda suposición: Supongamos ahora que el precio a plazo es relativamente bajo de 905 dólares. Un inversor que pose al bono puede venderlo y firmar un contrato a plazo.

De los 900 dólares obtenidos al vender el bono, 38.24 dólares se invierten durante 6 meses al 9% anual de manera que se convierta en una cantidad suficiente para igualar el cupón que se habría pagado por el bono.

Los restantes 861.76 dólares se invierten durante 12 meses al 10% anual y se convierten con intereses en 952.39 dólares.

De esta cantidad 40.00 dólares se utilizan para reemplazar  el cupón que habríamos recibido por el bono y 905 dólares se pagan bajo términos del contrato  plazo para poder devolver el bono a la cartera del inversor. Dicho inversor obtendría el siguiente beneficio:

952.39 – 40 -905 = 7.39

En relación con la posición que el inversor  habría tenido si se hubiese  quedado con el bono.
Con el ejemplo anterior puede llegarse a una generalización:

Si un contrato a plazo sobre un valor que proporciona una renta con u valor actual I  a lo largo de la vida del contrato a plazo.

                                   rT

F0 = (S0 – I $)e
                                                                                                                       -0-9 x 0.5               -0.10 x 1
En el ejemplo visto se consideró S0 = 900  I = 40e            + 40e         = 74.333
R= 0.1   y   T = 1;   por tanto:

                                                           0.1 x 1
F0 = (900.00 – 74.433) e          = 912.39

Esta fórmula se aplica a cualquier activo que genere un ingreso líquido conocido.

                                      r T
Si F0 > (S0 – I)     , un arbitrajista puede asegurarse un beneficio comprando el activo y tomando un posición corta en u contrato a plazo sobre el activo. Si 

                              r T
F0<(S0 – I)e       el arbitrajista puede asegurarse un beneficio vendiendo el activo a corto y tomando una posición larga en un contrato a plazo.  Si las ventas a corto no fuesen posible, los inversote propietarios del activo encontrarían provechoso vender el activo y entrar en una posición larga en contratos a plazo.

Caso Práctico

Un contrato a plazo a diez meses sobre una acción con un precio de 50 dólares. El interés compuesto continuo libre de riesgo es del 8% anual para  todos los vencimientos.

Se esperan unos dividendos del 0.75 dólares por acción después de 3, 6 y 9 meses.

El valor actual de los dividendos I, se da por:


                      -0.08 x 3/12                    0.08 x 6/12                      0.08 x 9/12

 I = 0.75e             +  0.75e               + 0.75e              = 2,162

                                  rT

F0 = (S0 – I $)       La variable T es 10 meses.


                                       0.08 x 10/12
F = (50 -2,162) e              = $51.14

· Si el precio a plazo fuese menor, un arbitrajista vendería a corto la acción  y compraría contratos a plazo.

· Si el precio a plazo fuera mayor, debería vender a corto contratos a plazo y compraría la acción al contado.

Rendimiento conocido

El activo subyacente en un contrato a plazo genera un rendimiento (yield) conocido en lugar de recibir un ingreso líquido conocido.  Esto quiere decir que el ingreso expresado como porcentaje del precio del activo, es conocido. Suponga que espera que un activo genere un rendimiento del 5% anual. Esto se puede interpretar como que se abona el 5% compuesto del precio del activo una vez al año. También puede interpretarse que el ingreso es del 2.5% semestral.
q es el rendimiento medio anual de un activo durante la vida de un contrato a plazo.

               (r – q)T
F0 = S0e

Caso práctico:

Un contrato a plazo de 6 meses sobre un activo del que se espera un dividendo del 2% en un período de 6 meses. El tipo de interés libre de riesgo compuesto continuo es el 10%. El precio del activo es de 25dólares. En este caso S0 = 25      r=0.10   T= 0.5.

El rendimiento es del 4% anual con composición semestral.

Si se aplica la fórmula:








           m

    Rm


Ecuación 1





Rc = m 1n  1 +  ----

     m

Si se aplica la ecuación: 

   (r – q)T
F0 = S0e

El resultado será 3.96% anual con composición continua. Por lo tanto

q = 0.0396


                   



    (0.10 – 0.0396) x0.5
F0 =25e                        = 25.77

Valoración de contratos a plazo
¿Cuál es el valor de un contrato a plazo en el momento en que se firma por primera vez?

Es este caso el valor es cero. Después podrá tener un valor ya sea positivo o bien negativo.

Si suponemos que F0 es el precio a plazo actual para un contrato que se negoció hace algún tiempo.

La fecha de entrega es en T años y 

r es el tipo de interés libre de riesgo anual para T años.

K Es el precio de entrega en el contrato

f  Es el valor del día de hoy del contrato a plazo.

La fórmula general aplicable a todos los contratos a plazo, tanto para activos de inversión como para activos de consumo es:









- r T
f = (F0 – K) e

Cuando un contrato a plazo se negocia por primera vez, K es igual a F0 y f = 0
Conforme pasa el tiempo, tanto el precio a plazo, F0 como el valor del contrato f, si cambian.

Si comparamos un contrato de compra a plazo con el precio de entrega F0 con otro contrato a plazo idéntico que tiene un precio de entrega K.

La diferencia entre lo dos es solo la cantidad que se pagará por el activo subyacente en el momento T.

En el primer contrato esta cantidad es F0, en el segundo contrato es K.       Una 

                                                                                                                                                                                         -r T
diferencia de (F0-K) en el momento T se traduce en un diferencia de (F0 – K)e    del día de hoy.

El contrato con un precio de entrega F0 es, por tanto, menos valioso que el 

                                                                                                                                                           r - T
contrato con un precio de entrega K en una cantidad de  (F0 – K) e

El valor del contrato que tiene un precio de entrega de F0 es por definición “0”.












 - r T
Por lo tanto el valor del contrato con un precio de entrega de K es (F0-K) e    

El valor de una posición corta en un contrato con precio de entrega K es







        - r T

(K –F0) e
Caso práctico:

En el caso de una posición larga e un contrato de compra a plazo sobre una acción que no paga dividendos y que se inició hace algún tiempo. En la actualidad faltan 6 meses para el vencimiento. El tipo de interés libre de riesgo compuesto continuo es del 10% anual, el precio de la acción es de 25 dólares y el precio de entrega es de 24 dólares.

S0 = 25     r = 0.10    K = 24 

                                  r t



F0 = S0e
El precio a plazo F0 es:

                                                     (0.10 X 0.5)


F0 = 25e               = $26.28
Si se utiliza la fórmula:


                       - r T

                   (K –F0) e         Esta fórmula muestra que podemos valorar una posición larga en un contrato a plazo sobre un activo suponiendo que el precio del activo al vencimiento del contrato a plazo es igual al precio a plazo F0.
                              - 0.10 x 0.05

F0 = (26.28 – 24) e                    = $2.17
Una posición larga en un contrato a plazo implica un beneficio bruto en el momento T de F0 – K.

                   



           - r T
Esto tiene un valor actual de (F0 –K) e       que es el valor de f en la ecuación








-r T
f = (F0 – K) e

De manera similar, se puede valorar una posición corta en un contrato a plazo sobre un activo suponiendo que el precio actual a plazo del activo se realiza.

Si se mezclan las fórmulas:
                                  - r T

                   (K –F0) e  





Con la fórmula,



                   -r T

                     f = (F0 – K) e





Obtenemos la siguiente fórmula

                              -r T


   f= S0 - Ke
Si mezclamos la fórmula 

                                                      -r T

                     f = (F0 – K) e




Con la fórmula,




      rT

             F0 = (S0 – I $) e





Obtenemos la siguiente fórmula

                                    - r T

  f = S0 – I – K e 
Por último, si se mezcla la ecuación




                                     -r T

                     f = (F0 – K) e





Con la ecuación
            
     (r – q)T
  F0 = S0e




Obtenemos la siguiente fórmula:


            -q T            - r T
F= S0 e     -  Ke[image: image1.png]
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